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Sunto. In questa nota studiamo un problema al contorno per operatori quasilineari 
degeneri del secondo ordine del tipo seguente: 
Po 
Lu=)} a;(c,t,u,0,u,d7u, Opi +(x,BD,u)- du 
i,j=1 

dove B è una matrice costante N x N, (2,1) = (r1,-.tmt) NCRNt e 0<po<N. 
Sotto opportune ipotesi sui coefficienti a;;, sul termine noto f e sull’aperto Q, si 
determina un teorema di esistenza, in opportuni spazi hélderiani, di una soluzione del 


problema di Dirichlet 
Tenia in Q 


“ga =% 


dove 2,9 indica la frontiera regolare dell’aperto 2, che definiamo come l’insieme dei 
punti del 20 in cui è possibile trovare una opportuna funzione barriera. 

Per fare questo si dimostra dapprima un teorema di esistenza e unicità per il problema 
linearizzato associato e si applica successivamente un teorema di punto fisso in spazi di 
Fréchet. 


Abstract. We consider a Dirichlet problem for quasilinear operators of the following 
type: Po 
Lu=) a;;(r,t,u,0,u,du,..., Op,4)d;;u+(x,BD,u)- du 
s,3=1 
where B is an Nx N matrix, (2,t)=(z1-.tw,t) eNCRN+! and 0<po<N. 
Under suitable hypotheses on the coefficients a;;, on the function f and on the open set 
9, we shall prove the existence of a solution, in appropriate Holder spaces, of the 


Dirichlet problem 
Lu= f(z,u) inQ 


u|g,9=0 


where 3,0 is the regular boundary of 0, that is the subset of 00 where we can define a 
suitable barrier function. 

In order to prove this result, we first prove an existence and unicity theorem for the 
associated linearized problem, then we shall apply the Tychonoff theorem in Fréchet 


spaces . 
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$1. Introduzione. I risultati che presenterò in questo seminario sono stati ottenuti in 
collaborazione con il prof. E.Lanconelli. 
Siano %, un aperto limitato di RN+!, 1<po<N, 2=(2,t) e, 3=(%,--.;ty), B una 


matrice costante N x N della forma seguente: 


0 BB 0 0 0 

0 0 BB, 0 0 
(H1) B= 

0 an «a, a L ER 

0 >. |, È, È 


dove ogni B; è un blocco Pj-1%P; di rango p;, Po> P1>---> Pr | Po+P1+.-+p,= N. 
Fissata la matrice B e fissata una costante 4>0, indichiamo con £ la classe degli 


operatori L, del tipo seguente: 


Po 
Lo= bè d;;(2)d;;+Y 
i,j=1 
tali che 
1 Po Po Po 
(H2) LR2 |&P SL ai;(2)€;£; <p L |P 
= tg: = t= 


per ogni € e R?0 e per ogni 2 € Ao: 

Qui Y = (r,BD.)-d,, D,=(-, 5) indica il gradiente nelle variabili spaziali e (, ) 
1 N 

è il prodotto interno in RV. 


Sia 9 un aperto contenuto in , e sia 27€ 00. Chiamiamo barriera locale in 2, ogni 
funzione w definita, e di classe C?, in un intorno V di zo, e tale che 

(13) w>0 in QNV\{z09} 

(i) w(2)-0 per z4zo 


(i) Lw(2)< -1 per ogni ze QNV e per ogni LE L. 


Chiameremo frontiera regolare di O, e la indicheremo con 4,9, l’insieme dei punti del 


09 in cui esiste una barriera locale. 


Faremo inoltre la seguente ipotesi: 
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(H3) 0,9 è un insieme di unicità, nel senso seguente : 


Se « è una funzione di classe C° in 9 tale che 


Lyu>0 in 9 
limsup u(z)<0 per ogni(e0,Q 
z-C 


allora u<0 in Q. 


Supponiamo infine: 


H4) esiste una successione di compatti {N,},>1 tale che 
pip> 


Ac A, QC CA, dist(09,99,,)-L 0 0,=0 
P 


p=1 P 


La distanza utilizzata in questa ipotesi verrà precisata nel successivo paragrafo. 


Vogliamo dimostrare un teorema di esistenza per un problema al contorno per i seguenti 


operatori: 


Po 
2 ed) d 
Lu = * > pila Dou)d;;u+Yu, dove Do= Ga “E) 3 


dove i coefficienti a;; e C*(Q xRxR?P0;B) per qualche y € (0,1), e 


1 Po Po Po 
123 l&l*= LD ailzzu PIE&;< LD 161° 


t,5=1 


per ogni t e RP° e per ogni (2,u, P) € AxRxR?0 
Sia inoltre f e C*(0xR; B) tale che 


(H,) fp) -0 per |p|-+co, uniformemente su 2. 


Sotto queste ipotesi vale il seguente 

TEOREMA 1. Sia 0C9 un aperto limitato di RV+! che soddisfa le ipotesi (H3) e (H4). 
2 

Se (04 < x1-y 

Lu(z)= f(z,u(2)) puntualmente in © 


allora esiste una funzione u € Ci: + °°(0; B) tale che 


pe a) =0 perogni(e0d,Q. 
z> 


Per le definizioni degli spazi C%, C!*®, C?+°* rimandiamo ai paragrafi successivi. 
b] t 1 


La dimostrazione di questo risultato si basa su un teorema di esistenza per il problema 


lineare per operatori della classe £ e sul seguente teorema di punto fisso : 
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TEOREMA DI TYCHONOV. (cfr. [P).. Siano X uno spazio di Fréchet, D un suo 
sottoinsieme chiuso e convesso, e sia T:D-D un'applicazione continua. Se T(D) è 


precompatto, allora esiste in D un punto fisso per T. 


52. Richiami e preliminari. Su RN+! definiamo la seguente operazione associata alla 
classe L: 
(x,t)o(É,7)=(É+E(7)z,t +7), dove E(t)=erp(-tBT). 
Osserviamo che tale legge dipende solo dalla matrice B e non dipende dai coefficienti 
della parte del secondo ordine; si può dimostrare che (RN+1, o)è un gruppo (cfr. [LP]). 
Inoltre esiste un gruppo di dilatazioni (DA): 0 su RN+! rispetto al quale ogni 
operatore Lo € L a coefficienti costanti risulta omogeneo di grado 2. 
La dilatazione D(A) agisce nel modo seguente: 
D(AX(,t) = (A°1z,,...A°Nry,A?t), dove 
Q=...=@p= 1,apg+1 =.= 0p+p; =: po ++ p_3+1 =.= @pg+..+p,=2F+1, 
ovvero 
D(A) = diag (AI poAPI pri A+ 1Ip,A”) 
essendo I, la matrice identità kx k. 
Possiamo introdurre in RV+! una seminorma omogenea di grado 1 rispetto al gruppo 
(DA) s 0 : iù 1 A 
WG,9)= YO Jz;1#+ |#1? 
ed una quasidistanza ta 
d(z,6)= | 'oz]|. 
Sotto le ipotesi (H1) e (H2), ogni operatore della classe £ a coefficienti costanti risulta 
ipoellittico, poichè soddisfa la condizione di Hòrmander: 


(H) rank Lie (01:---OpyY) = N+#1 in ogni punto di RV+1, 


DEFINIZIONE 2. Una funzione h : A — R sarà detta B- hélderiana di esponente 
r€E(0,1) inse 
sup IMA-MOI 


= < +00 
2,669 IS 02117 


In tal caso scriveremo A e C*(A; B). 
Diremo che h € C*10c(9 B) se h e CAN; B) per ogni compatto 0" c I. 


DEFINIZIONE 3. Scriveremo h e C?+7,,(9 B) se per ogni compatto N c 9 si ha 


Lilia 
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Po Po 
= sup|h| +) sup dh +) sup d°h_ + sup |Yh| + 
q o dr; fi 0r;07; Q' 
Po 13; h(2) - dg MOI |YM{z)- YO) 
ES sup IO OT AL sup 2° < +00. 
ni o ||C7'ozi” & IC 'ozl? n 


Vale la seguente stima a priori interna: 

TEOREMA 4. (cfr.[M], osservazione 5.2, pag.28). Siano Lo€ È, F10;; € Croc (N B) per 
i,.j=1,--.,Po, con 0<y<1. Supponiamo inoltre che uE Cio +"; B) sia tale che 
Lou= f in Qo. Allora, per ogni Nc CNC C 0, esiste una costante c > 0, indipendente 
da u e dipendente solo dalla dist(00',00"), tale che 


II PRArESI CA LIRA FARO 


83. Caso lineare. Supponiamo che i coefficienti a;; € Coe B) ;0<7<1, dove NC è 
un aperto che verifica l'ipotesi (H3). 


DEFINIZIONE 5. Sia feC;,:°(0B). Diremo che una funzione ueCi (MB) è 


soluzione del problema di Dirichlet lineare (Lo) 
Lou(z)= f(2) inQ 


“19,9 30 


se Lyu(z) = f(2) puntualmente in 02 e se Sta ale) = 0 per ogni ( € 0,9. 
za. 


Poiché 9 soddisfa l’ipotesi (H3), con un procedimento standard si prova il seguente 
TEOREMA 6. (Principio del massimo). Sia u € Coe + *(0;B) una soluzione del problema 
di Dirichlet (Lo) e sia f e L°(Q). Allora esiste una costante c > 0, dipendente solo da I 
e dalla costante di ellitticità p, tale che 


sup |u|<csup|fl]. 
Q Q 


TEOREMA 7. Se f,a;; € Croc'(MB)NLXA), 0<v<1, e l’aperto limitato QNCRN+! 
soddisfa l’ipotesi (H3), allora il problema di Dirichlet 


| Lou(z)= f(2) inQ 


drag! 


ammette una ed una sola soluzione u € Cioe + (9; B). 
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DIM. Siano a;;l9), fe C°RN+1) tali che a;;9a;; e ff in C*(0') per ogni 
compatto N" C CL, e sia Po 
IM }> a; 29; + Yu. 
t,3=1 : 
Si può fare in modo che Ll) € £ per ogni €, quindi anche per questi nuovi operatori vale 
il principio del massimo. Per il teorema 84 di [M] il problema di Dirichlet 


”regolarizzato” 
Luz) = fl) inQ 


u | 4,979 


ammette una soluzione ul e C toe **(Q; B) . Per il principio del massimo, tale soluzione 
è unica e, fissato comunque un compatto "Cc c O, esiste una costante c>0, 
indipendente da e, tale che sup|u®|<c sup| fl |; poichè ff uniformemente su 
O, esiste una costante c > 0, ancora indipendente da E, tale che sup |ul®|<c sup|f|. 
Dunque la successione {ul} è equilimitata su O. Dalle stime interne di [M] segue poi 
che le ul) sono equicontinue all’interno di 0. Per il teorema di Ascoli esiste allora una 
sottosuccessione ud uniformemente convergente a una funzione u sui compatti di £. 
| Inoltre, applicando nuovamente le stime a priori, risulta ue C2+ Voc(8; B) . 

Sia ora zo € 0,0. Per definizione di frontiera regolare esiste un intorno V € Uz, ed esiste 
una funzione wz,(2) tale che 
LI w, (A) <-1 inVnQ perognig,, wz(z0)=0, w(2)>0 per ogni 2 e V\{zo}. 
Chiamiamo VI = Cw (A), dove C è una costante che sceglieremo nel 

seguito in modo opportuno. Risulta: 


rigda= fd - CL“, (A>f" 40 perognizetnv. 
Dunque, se C>C,=2 sup |fi,siha Ly >0 invna. 
Any 


Esaminiano ora ANNV)=(02NVU(AnAV). 
Su Vn0oO si ha vt) =— Cw. (2) <0. 
Su QN0V si ha 4) <Co+C inf w. Se prendiamo 
av na 
Cc, 
Cc > Mar {Conza 
avno 


risulta I <0 su 0(QNV). Per il principio del massimo si ha allora dv <0 in 
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QnV, per ogni €; Lane 
pulfi (a) |<Cwz(z) per ogni zeANV. 
Poichè ul > u su ogni sottoinsieme compatto di 2, in particolare ci sarà convergenza 
puntuale; fissato allora z e NV, possiamo passare al limite per €;-0, ottenendo 
Tee A sez (2) . Dunque lim, fia 0 per ogni 20€ 9,02. Passando al limite puntuale 
n È “u "9 = f “3 si ottiene Srollre Lo(z) = f(2) in ogni punto di Q2. O 


$4. Il caso quasilineare: dimostrazione del teorema 2. Introduciamo lo spazio 
AC (0;B)= {u € Cioe” (9; B) | ge da; € Coe” (9; B) per î=l,.. Po} 


Consideriamo l’operatore quasilineare L definito nell’introduzione. 


L'ipotesi a;; € Cio (AxRx R?°; B) per i,j= 1,...,Po va intesa nel senso seguente: 


|a;;(z, p, P)- a;;(64 | 


sup errate. i ANS 
Po Rugrote ‘93|7+]p-PIT+1P-@1" 


<+00 
(=, p. P) 
(6,9,9) 


e, analogamente, f € C%9xR; B) significa: 


1 f(z,P)- f(6. OI 


sup <7---,,< +00 
bal o5p If *#0"+ Lee)" 
(6,9) € 
Definiamo la seguente successione di seminorme su X: 
Po 
| u(z2) -u(6)] 19;u(2) — d;u(6) | 
ul, uz Fal sep [ehe] ata a+ sup LR Caso. 
x N, Mi 10z||® i=12,6€9, ICT zii 


Detti X, i completamenti di X rispetto alle norme ||-|| , , si ha: X= à, Xp. Infatti: 

- sia ue X. Allora ur. |u| < +0co per ogni p, e inoltre ue C L.9(K; Bj qualunque sia il 
‘ compatto K c CL, qliadi i in particolare sarà ue C!*(0,; B) per ogni p. Dunque w E rp 
per ogni p. 

- Sia ora ue X, per ogni p. Se K è un qualunque compatto c CL, esiste p tale che 
KC9,, quindi ue C*°(K;B). Dunque u € X. 

Dai risultati sugli spazi numerabilmente normati (cfr. [GS]), segue che X è uno spazio 


metrico completo. 


Fissata in maniera opportuna (che preciseremo in seguito) una successione crescente di 


costanti reali positive {M,}, cy: S12 
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D={ueX]|sup|u|<Mo,e |u]|,<M, per ogni p}. 
D risulta un sottoinsieme convesso e chiuso di X. 


Consideriamo il problema linearizzato (L) 
Lyu(z)= f(2,v(2)) inQ 


Poichè a;; € CAQxRxR?0; B) e veD, con un breve calcolo si trova che per ogni 
Kc cQL risulta: 


la;;(2,0(2), Dov(2)) - a;;(6,0(6), DIO) | Sh (HP ak) NC7!02]|99. 


Dunque a;; € C°?,,:(0; B). Analogamente f(-.0(-)) e C9?,,(0; B). 

Allora, per il teorema 7, esiste una ed una sola u= T(v) e C?+%,,(2;B) soluzione del 
problema (L,). 

Vogliamo dimostrare che: 

(i T(D) < D 

(2) T ha il grafico chiuso 

(i) T(D) è precompatto. 

Osserviamo .che, poichè X è uno spazio metrico, da (7) + (#2) segue che l’applicazione T 


è completamente continua. 


Punto (i). È il punto cruciale della dimostrazione. Si tratta infatti di dimostare che si 
può scegliere la successione {M p} nella definizione del convesso D in modo tale che 
T(D)c D. 
Osserviamo innanzitutto che la condizione (H;) implica che, fissato comunque un € > 0, 
esiste una costante c(£), dipendente solo da €, tale che 

| f(2,p)| <c(e)+e|p| per ogni peR, uniformemente su Q. 
Dunque, utilizzando anche il principio del massimo, se u=T(v) € Ch +°0; B) è la 


soluzione del problema linearizzato (L,), risulta 
sup |T(v)z)| <sup |f(z,0(2))| <c(e)+e sup |u(2)] <c(e)+eMo. 
zeQ zel zeQ 
Se scegliamo e£ = e M>2 c(3), si ha sup|T(v)| < Mo- 
E Q 
Sia ora A= Ap o +Y- Poiché u= T(0) € Cioe +99; DB) la funzione g= Au € C,,,°7(9; B). 


Allora ia tas teorema 16 pag. 310) ueC Misa B); poiché abbiamo fatto l’ipotesi 
che a < == > risulta allora u € C10:(; B). 
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Se indichiamo con Gs la soluzione fondamentale associata all’operatore A, le derivate 
d;u=0;Go * 9g  i=1,.... Po risultano anch'esse hòlderiane su ogni 0,. 
Inoltre le loro costanti di hòlderianità si controllano con la norma||T(v)]|, peri, ( 
Utilizzando nuovamente le stime a priori interne, si ottiene la seguente condizione per la 
scelta delle costanti {M} : 

(p+2)**9%1+M",43)<Mp 
Questa condizione è verificata se si prende, per esempio, M,= M?P-M - dif dove M è 


un’arbitraria costante > 1. 


Punto (i). Sia {v,} una successione in D, e sia un=T(vn) per ogni n; siano inoltre u,v 
tali che ||un-u]|,-0 per n-+co0, per ogni p, ||v,- vj 70 pern_+0o, per 
ogni p. Vogliamo dimostrare che da questo segue u = T(v). 


u,=T(v,) significa che un è soluzione del problema 
| Ly,Un = f(z,0,) inQ 


Un 14,97 0. 


Sia 206. Allora esisterà p tale che 20€ 9,, e poichè ||vn-v]|y--0, avremo in 
particolare che v, 3 v suLp. Quindi vn(20)UZ0)- 

Dalle stime interne di [M] si ha che esiste w € CA; B) tale che u, > wsuA,. 

Tenendo conto della continuità dei coefficienti a;; e della funzione f, si ha quindi 
L, nn(zo) — L, (zo). Per l’unicità del limite risulta poi u=w in ogni punto di Q. 


Sia ora z € 9,9. Allora un(z0)=0 per ogni n, dunque u(z0) = 0. Quindi u= T(v). 


Punto (i). Abbiamo già visto al primo punto che T(D) C D, dunque se {u,} CT(D), 
u,=T(v,), si ha sup |un| <Mo per ogni n, p. 

Dalle stime interne di [M] segue poi che le {un} sono equicontinue su ogni compatto 
Oc CI, come anche le loro derivate fino al secondo ordine. Per il teorema di Ascoli 
esiste allora una sottosuccessione uniformemente convergente sui compatti di £ a una 


funzione u € C1,.-(9). Dalle stime interne segue che u e X. Dunque T(D) è precompatto. 


Possiamo allora applicare il teorema di Tychonov per affermare che il problema di 


Dirichlet quasilineare 
Lu=f(z,u) inQ 


“9930 
ammette una soluzione ug € C;o:'*(0; B). Dalle stime a priori interne segue poi che 


uo € Cioe + °*( B). Il teorema 1 è così dimostrato. 
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$5. Un esempio di 9,92 
Sia LE L. Se 20€ 00, siav=(1,,..., Un +1)= (Von +1) la normale unitaria a 00 in zo. 
Chiamiamo A(z) la matrice (N+1)x(N+1) i 


Ao(z) 0 


A(2)= , dove A(2)=(a;;(2));;- a 


Ricordiamo la classificazione dei punti della frontiera di { data da Fichera in [F}: 


L3= {re 90 |(Av,v) #0} 

L2={r€00\L}] (x,Bvo)-vwn+1>0} 
L1={r€90\L;| (x,Bvo)-vn41<0} 
Lo={r€00\L}] (x,Bvo)-vn41=0}. 


Sia 20€ Y3. Allora esiste una palla B(z0+rv; r) tale che B(z20+ry; r)n0= {zo}, e la 
funzione w(2) = erp (- Mr°) — erp(-M|z- zo-rv|?), con M sufficientemente grande, 
| è una barriera a 09 in zo. Allora Y3Cd,0. 
Sia ora 2€ Ly. Scriviamo v=(v’,v") e RPoxRN+!- Po, e analogamente 2=(2‘,2"). La 
condizione (Av,v) = 0 implica che v'=0. Dunque v = (0,7”). Definiamo ora 

o=2%0+r°v, d.(2)=r4|2'|?+|2"]?, E(Cor) ={2|d(z-C0)< r9}. 
Se esiste un r > 0 tale che l’ellissoide E(C,r) CRN+ !\Q, allora la funzione 

w(z)= ezp (-r°) — ezp(-d.(2-Co)) 

è una barriera locale in zo. 
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